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Standard-Quantenformalismus

John von Neumann (1932):

e Der Zustand (zur Zeit t) eines Systems (aus N Teilchen)
wird beschrieben durch 1, : R — C mit ¢, € L*(R?Y)
und ||| = 1.

e Solange das System isoliert ist: Schrodinger-Gleichung

Py

ihﬁ = Hy
wobei H = selbst-adjungierter Hamilton-Operator
N p2 2
H= —;Q—WVk+V(q1,...,qN)

mit my, = Masse und potentieller Energie V : R?N — R.

e Wenn eine “Messung” der “Observablen” A durchgefiihrt
wird, sind die moglichen Ergebnisse die Eigenwerte a von
A und treten auf mit Wahrscheinlichkeit

<¢t’Pa¢t> )

wobei P, die orthogonale Projektion in L? auf den Eigen-
raum von A zum Eigenwert « ist. Dann kollabiert ¢; zum

Eigenvektor
P ozwt—

Yo = Pl



Quantentheorie ohne Beobachter

Ordinary quantum mechanics is just fine — for all prac-
tical purposes! John S. Bell

Beispiele: Bohmsche Mechanik, GRW
Vorteil: ermoglicht Analyse des Messvorganges.

Nutzen: ein Beispiel

Physik-Satz. Gegeben eine Quantentheorie mit Hilbert-Raum
2 und Hamiltonian H. Zu jedem Experiment (mit Werten in
der Menge W) gibt es ein POVM E(-) auf W mit Wirkung auf
JC, so dass das Ergebnis R des Experimentes an einem System
mit Wellenfunktion ¢ die Verteilung

P(R € A) = (Y|E(A) )
hat.

Beweis [Diirr, Goldstein & Zanghi 2004]: mit Bohmscher Mechanik.
[Tumulka 2007]: mit GRW-Theorie



POVM = positive-operator-valued measure

Definition.  Ein POVM E(:) auf dem messbaren Raum
(£2,.A) mit Wirkung auf den Hilbert-Raum ¢ ist eine Abbil-

dung £ : A — () mit
o F(A): 7 — 5 ist positiver Operator fiir A € A

° Schwach a—additi\/'

(U A ) Z E(A,) falls A, paarweise disjunkt,
Schwache Konv. Vw (V| E(UA,)Y) = > (V|E(A,)Y)
o F(Q2) = I (Identitat)

Beispiel: PVM (projection-valued measure) Spektralzerlegung

Bem.: ¢ € 72, ||v]| =1 = (Y|E(-)y) ist Wkeits-Maf



Noch ein Beispiel

Super-Auswahlregel: Ausnahme von

[ # mal|t), mal[l)

7.B. T = elektrische Gesamtladung des Universums.

Physik-Satz [Colin, Durt & Tumulka, J. Phys. A 2006] tiber
Super-Auswahlregeln. Eine Quantentheorie sei gegeben
durch den Hilbert-Raum 57, den Hamiltonian H, den Konfigu-
rationsraum Q und die Orts-Projektionen P(A) fiir alle Borel-
Mengen A C Q. Einige technische Voraussetzungen mogen gel-
ten. Wenn T : 57 — 7 ein beschrankter selbst-adjungierter
Operator mit reinem Punktspektrum ist und

T,H|=0=[T,P(A)] VA,

dann existiert zu jedem Zustandsvektor b € 2 mit [[¢| =
1 ein Gemisch p von Eigenvektoren von T' derart, dass kein
Experiment den Zustand ¢ vom Gemisch g unterscheiden kann.

Beweis: mit Bohmscher Mechanik.
Mathematische Formulierung: mit Bohmscher Mechanik.



Primitive Ontologie

/
<Y

GRWm

Bohmsche Mechanik

Teilchen: Weltlinien in der Raumzeit

1Q _§Q 0

dt  p(Q) ot
j=Lmy'Vy,  p=1yry
P(Qi € A) = / d*™q|y(g,t = 0)f

A

GRWf

Blitze (“flashes”): Weltpunkte,

erfunden von Bell (1987).

Punktprozess = zufallige Punktmenge F’

P(F € ) = (¢o|G(-)bo)
G(-) = POVM

Materiedichte m : R* — [0, oo)

miat) =3 / Vg 8(q, — ) (g, 1)

1=1

R3N

Kopenhagener QM (Niels Bohr 1935)
Messergebnisse; makroskopische Korper klassisch beschrieben



GRW

Yy kollabiert spontan: stochastische Veranderung der Schrodinger-
Gleichung

Ghirardi, Rimini & Weber (1986): Explizites Modell, Markof-

Sprungprozess im Hilbert-Raum.

Zwischen den Spriingen:

o
Zhﬁ = Hwt

Warte zufillige Zeit AT, exponential-verteilt mit EAT = 1/N A,
A~ 10" P sec™! & 1/(10° Jahre),
dann kollabiert 1

e~(0-Q)2/2% ),

Ve = |e~(ai-Q)%/20% 4, |

mit ¢ = 107" m, 7 = rein zufallig gewihltes Teilchen, und
Q = zufilliger Punkt in R? mit Verteilung

P(Q € d’q) = const. \\6_(‘11'_‘1)2/2“2 Ui_||? d°q.

Vorhersagen ~ QM



GRW-Kollaps

Vorher:

Nachher:
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GRWI1: Kollaps und Blitz-Ontologie

t Male einen Blitz an den Mit-
S telpunkt jedes Kollaps.

F={(T1,Q1),(1T2,Q2),...}

Gemeinsame Verteilung der
Blitze =: PY0

Satz. [Tumulka 2007] Fiir jedes ¢ € 22 mit ||| = 1 existiert
P¥. ist eindeutig, und

PY(F e A) = (¢|G(A)y) VAc A
mit POVM G(+) auf dem “Pfadraum”

() = Raumzeit!.

Rolle der Wellenfunktion: legt die W’keiten fuir die Realitat
(Ontologie) fest:
Y P

Fir “unterscheidbare Teilchen”: N Typen von Blitzen,
() = (Raumzeit x {1, ... ,N})N
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Kolmogoroft-Maferweiterung fiir POVMs

Satz. [Tumulka 2007] Sei (M, A) ein Borel-Raum und G, (-)
fiir jedes n € N ein POVM auf (M", A%"). Wenn die Familie
{G, ()} die Konsistenz-Bedingung

Grot(A x M) = Gy(A) VA€ A®"

erfiillt, dann existiert ein eindeutiges POVM G(-) auf (MY, A®N)
mit

Gn(A) = G(A x MY) VA € A%

AuBlerdem existiert fiir jedes ¢p € 4 mit |[¢p]| = 1 ein ein-
deutiges Wahrscheinlichkeitsmaf g auf (MY, A®N) so dass

(A X MY) = (9]Gu(A)p) VA e A"
Tatséchlich p(-) = (W|G(-)Y).
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Experimente in GRW{

Physik-Satz. [Tumulka 2007 fir GRW{] Zu jedem Experi-
ment (mit Werten in der Menge W) gibt es ein POVM E(-) auf
W mit Wirkung auf 7, so dass das Ergebnis R des Experi-
mentes an einem System mit Wellenfunktion v die Verteilung

P(R e A) = (Y[E(A) )

hat.

Mathematische Formulierung: mit Blitz-Ontologie. Sei
o H = Hsys @ Himg,
e F' cin Blitzprozess mit Verteilung (V| G(-)Wp) in €,
e (G(-) ein POVM mit Wirkung auf J¢,

® ¢ € Ay (Zustand des Apparats vor dem Experiment)
mit [|¢[| =1,

e R = ((F) mit messbarer Funktion ¢ : 2 — W

o Vi € S mit |[Y|| = 1: ¥y =1 ® ¢ (Zustand vor dem
Experiment).

Dann gibt es ein POVM E(-) auf W, so dass fiir alle ¢ € %
gilt
P(R e A) = (Y|E(A))sys VA € Ag.
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GRW{-Schema: Quantenfeldtheorie

[Tumulka, Proc. Royal Soc. A 2006] Verallgemeinerung von
GRWT fiir “identische Teilchen” und QFT: Blitzratendichte

r(q,t) = (Y| A(q) ¥y)

mit Blitzraten-Operator A(g) >0 Vq € R?.
Bei Blitz Kollaps:

QY2
¢t—|— - 1/2
[A(Q)Y2 ]|
dazwischen modifizierte Schrodinger-Gleichung
0 . ,
RO = i — BARP)+ AR}
wobei
A= | dwq)
R3
als schwaches Integral, d.h. (Y|A(R*)Y) = [ d*q (¥|A(q)y)

Beispiel 1: [GRW 1986] Quantenmechanik, .57 = L?(R3")

>\ —(a:—0)2 /252
A¢<Q>¢<Q1a---7CIN)=W6 (0i-Q)7/2 Y(qy,---,qyN)

“Identische Teilchen”: summiere uber 2

Beispiel 2: [Tumulka, PRSA 2006] Quantenfeldtheorie

A(g) = f* N(q) oder A(q) = f * M(q)
f = Gau3-Fkt mit Breite o, N(q) = Teilchenzahldichte-Operator,
M (q) = Massendichte-Operator
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GRWI{-Schema

Satz. [Tumulka 2007] Sei
e (Q, Ag) ein Borel-Raum,
e /i cin o-endliches Maf3 auf Q,
o fiir jedes g € Q sei A(q) > 0 beschrankt,
e g — A(q) schwach messbar
e AN(Q) = . o #(dq) A(q) existiert als beschrankter Operator
e H selbst-adjungiert und beschrankt.

Dann existiert fiir jedes v € 4 mit ||| = 1 ein GRWHt-
Prozess F; die Verteilung P¥ ist eindeutig und von der Form
PY(-) = (|G (-)¥) mit POVM G(-).

Dies gilt immer noch fiir zeitabhéngige Hamiltonians H () und
Blitzraten-Operatoren A(q, t), falls

t
e ¢t — H(t) schwach messbar, [ [[H(s)|ds < o

to

t
e (q,t) — A(q,t) schwach messbar, | |[A(Q,s)|ds < o

to

Es gilt immer noch, wenn A und A von den bisherigen Blitzen
abhéngen (auf schwach messbare Weise).
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Relativistische (Lorentz-) Invarianz

Those paradoxes are simply disposed of by the 1952
theory of Bohm, leaving as the question, the question
of Lorentz invariance. So one of my missions in life is
to get people to see that if they want to talk about the
problems of quantum mechanics — the real problems

of quantum mechanics — they must be talking about
Lorentz invariance. John S. Bell (1990)

The big question, in my opinion, is which, if either,
of these two precise pictures [GRW and Bohm] can be
redeveloped in a Lorentz invariant way.  Bell (1990)

[N]either of these theories [GRW and Bohm] is Lorentz
invariant, and ... it is pretty clear that no theory in ei-
ther of the classes ... can do without an ‘absolute time’
parameter. [However,] in my view, present-day quan-
tum cosmology does already involve a ‘background’
time parameter. Hilary Putnam (2005)

Neither hidden variable theories nor mechanisms of the
GRW type for wave function collapse can be made rel-
ativistic.

John H. Conway & Simon Kochen (2005)
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Relativitat

e Einstein (1905, 1915): Raumzeit M = 4-Mannigfaltigkeit
mit Lorentzscher (pseudo-Riemannscher) Metrik

+1 L
1 in einer
I = | geelgneten

1 Basis
+ Zeit-Orientierung
e Lorentz-Gruppe = SO(1, 3).
e Ersetze die Schrodinger-Gleichung durch die Dirac-Gleichung:
—ihy" (V= §A)Y = my
Y MY — (CH®N (genauer: Schnitt durch Dirac-Biindel)

Nichtlokalitat

Bell (1964): QM = J iiberlichtschnelle Einfliisse
(benutzt die Verletzung der “Bellschen Ungleichung”)
Allerdings konnen Botschaften nicht schneller als Licht tibertragen

werden.

Problem fiir Quantentheorie ohne Beobachter:

Nichtlokalitat mit Relativitat vereinbaren

16



Bohmsche Mechanik in relativistischer
Raumzeit

Diirr, Goldstein, Miinch-Berndl & Zanghi [1999] (in flacher Raumzeit);
Tumulka [Diss. 2001] (in gekriimmter Raumzeit):

Abanderung der Relativitiatstheorie durch Einfiihrung einer
bevorzugten Blatterung F von M in raumartige 3-Flachen.
Dann besitzt Bohmsche Mechanik eine einfache und nattirliche
Erweiterung auf relativistische Raumzeit, wobei der W’keitsstrom
7% auf den Blittern von F ausgewertet wird.

7.B. bestehe F aus den Niveauflachen
der Funktion T': M — R,
T(x) = Zeit-Abstand(z, Urknall).

Zeichnung: R. Penrose
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Relativistische GRW-Theorie

Nicht Augenmerk auf den Kollaps der Wellenfunktion, sondern
auf die gemeinsame Verteilung der Blitze: das ist die Materie!

Modell [Tumulka, J. Statist. Phys. 2006] (fir NV nicht-wechsel-
wirkende “Teilchen”):

Punktprozess F' in der Raumzeit, Lorentz-invariant aber nicht-
lokal (verletzt die Bellsche Ungleichung), mit Verteilung

PY() = (W]Gipgano() ¥)

Gy g.ayo(s) ist POVM auf (M x{1,..., N})N, Tro € M ein
Anfangsblitz vom Typ k.
Anfangsdaten: 1, 1, ..., 2N (erster Blitz von jedem Typ)

t Konstruktionselement:
2 gt Voriger Blitz x’ definiert
3-Flache Hap(x') =

{Punkte mit zeitartigem Ab-
stand AT von 2’ in Zuk(z")}.
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Relativistische GRW-Theorie

Fur ein “Teilchen”:

e Wahle zufillig AT (Wartezeit in Eigenzeit) exp-verteilt
(Rate = \)

e Betrachte 3-Flache ¥ = Hap(z')

e U% = unitire Dirac-Entwicklung von 3-Fliche A nach B
o s = UZty (unitir)

e Sci £, die GauB-Fkt auf X

e Wihle zufillig X (den néchsten Blitz) auf > mit Verteilung
ca|¢2‘2 * gn

e Kollaps (Multiplikations-Operator auf X): ¢y — £x 1y

Anders gesagt:
e G, () ist POVM auf MY, 2y € M = Anfangsblitz
o G, (dzy--dv,x M) = K*(xg,...,2,) K(xg,...,2,)dzx; - dz,
K(zo,...,xn) = K, () Ky (22) Ky(21)
Ku(7) = Lpezur(a) e R gl (2 U
mit 7(x, x') = Zeit-Abstand(zx, z’).
Fur N “Teilchen”:

® Gy ay, 180 ein Produkt-POVM, = G, ® --- @ G
(aber P ist keine Produkt-Verteilung!)

TN
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Was hei3t “relativistisch”?

e Koordinatensysteme wurden zur Konstruktion erst gar nicht
benutzt.

e Jede raumartige 3-Flache Y lasst sich fiir ein Anfangswert-
problem benutzen, das die Verteilung der Blitze in der Zukunft
von X liefert.

— Das heiflt: Es gibt eine Wellenfunktion )5, derart, dass
die bedingte Verteilung

IP’(FH Zuk(Y) € -\Fmverg(z)) = (Ys|GE () Us)

ist, wobei x der letzte Blitz vom Typ k € {1,..., N}
vor 2. ist.

—- G> ist ein POVM auf (Zuk(X)™)N,

r1... TN
— Daher: Fir das Anfangswertproblem auf ¥ braucht
man folgende Daten:

wz,l‘l,...,CEN

e “Nosignalling”: Botschaften konnen nicht schneller als Licht
ubertragen werden.
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Nichtlokal & relativistisch

Nichtlokal: Blitze in A beeinflussen Blitze in B—oder umgekehrt!

Die Richtung des Einflusses hangt vom Koordinatensystem ab.
Wie kann das sein?

Beispiel [Conway & Kochen 2006]:
Diskrete 1 + 1-dim. Raumzeit C Z?2,
¢ - Raumzeit — {0, 1} gehorcht 2 Gesetzen:

L o(x) + oly) + ¢(2) € {0,2}
wenn x,y, z Nachbarn mit T'(x) < T'(y) = T(2)

¢\T<T(x)> =1/2.

) IP’(gb(a:) ~1

day 3
day 2
day 1

day 0
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Rigorose Resultate zu relativistischer
GRW-Theorie

Satz. Gegeben:
e (M, g) Lorentz-4-Mannigfaltigkeit, zeit-orientiert

o 7(-,z) = Zeit-Abstand von x ist in C* (Zuk(z)), V,7 # 0.
e Fiir alle 33,37 € {Cauchy-Flachen} U {Hyperboloide}:

— 7 Hilbert-Raum
— EZ, . IR, — 5y unitar
e Fiir Hyperboloide X: Ay : ¥ — Z(74;) schwach messbar,
/d?’x/\g(a:) =\ ;
¥

Dann existiert der relativistische GRW{-Prozess.

Satz. Fiir (M, g) = Minkowski-Raumzeit, 74 = L?(3, C!, d®z)
mit Skalarprodukt

(6l = / & B() 7 1y (@) ()

und geeignete Klasse von A, definiert die Dirac-Gleichung UZEI.
Mit Agp(x) = Multiplikation mit GauB-Funktion sind die obigen
Voraussetzungen erfiillt, und der relativistische GRWft-Prozess
existiert.

Lemma. U : Jauay-Flache — HHyperboloid, definiert durch
Dirac-Gleichung, ist unitarer Isomorphismus.
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